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Modelo del sistema

Versién lineal de una ecuacidén de diferencias:
ylk + n] + an—1y[k + n— 1] + ... + aoy[k] = bmulk + m] + ... + bou[K],
por medio del operador de adelanto se obtiene

x|k + 1] = Ax[k] + Bulk],
y[k] = Cx[k] + Dulk],




Estabilidad

El andlisis de estabilidad depende del criterio que se considere:
» Asintdtica
» BIBO (Entrada acotada - Salida acotada)
» MSS (Estabilidad cuadratica media)




MSS

El sistema es estable en sentido cuadrdtico medio si y sélo si, para
cualquier xp y u con v, existe py € R™ y M, € R™*™ M, > 0, tal que

Jim E0x[KI} = g
Jim E{x[KIxIK]T} = M.




Esquema de realimentacion
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Problema de aprendizaje reforzado

Se formula como un MDP, compuesto por la tupla (X, U, T, R) donde

» X: corresponde al conjunto de todos los posibles estados.

v

U: denota el conjunto de acciones que el agente puede tomar.

v

T: X x U x X — [0, 1] es una funcién de transicién de estado, que
asigna una probabilidad de ser transferido desde el estado x al estado
x' por medio de ejecutar u.

» R: X x U — R corresponde a una funcién (escalar) de recompensas.

» m: X — U es un mapeo de estados a acciones, describiendo la politica
(acciones a tomar en ciertos estados).
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Funcion de valor

La calidad de cierta politica 7 se cuantifica a través de la funcién de valor
V7™ (xk), definida como la recompensa acumulada (esperada) desde cierto
estado x en el instante k:

VT (xic) = 60> v resil},
i—0

donde v € [0,1) corresponde al factor de descuento.

8/53



Politica 6ptima

7" se dice 6ptima, si satisface la siguiente expresion:

V™ (x) > V™(x), Vx,m




Expresion de optimalidad de Bellman

La politica éptima 7* satisface

* /
= TeaggPr{ x, u, X' )} (R(x, u) + v V*(x')),




Pol

icy lteration
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#to(s) = accidn aleatoria
Vo(s)=0 Vsed
evaluar_politica()
mejorar_politica()

Vse S

> arbitrariamente




Policy lteration

evaluar_politica():

1: k=0
2: while A > ¢ do > (para e pequefio)
3 for s € S do

4 Vier1(s) = maxaea Yges Pri(s,a,5")} (R(s, a) + 7V(s'))
5 end for

6: A=V — Vil

7 k=k+1

8: end while




Policy lteration

mejorar_politica() :

politica_estable = true

k=0

for s € S do
#s1(5) = argmaxsea Yy Pri(s. a,5')} (R(s.a) + 7V(s"))
if 7k(s) # Tk+1(s) then

politica_estable = false

end if

end for

if politica_estable then
return 7y

. else

evaluar_politica()

: end if
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Funcidén de valor éptima

Pueden existir multiples politicas éptimas, pero la funcién de valor éptima
es lnica:

VI (x[k]) =

méx > Pri(x[k], ulk], x[k + 1])} (R(x[K], ulk]) + 7 V*(x[k + 1])),
x[k+1]




Funcion de valor estado-accion 6ptima

La funcién de valor 6ptima V* se relaciona con la funcién de valor
estado-accién éptima Q* como

V*(x[k]) = Teéﬁ( Q™ (x[k], u[k]).




TD(0)

1 V(x[0]) =0 vxexX

2. for k=1,2,...,ndo

3: Observar x[k|, R(x[k], u[k]), x[k + 1]

4: V(x[k]) = V(x[K]) + « (R(x[k], ulk]) + vV (x[k +1]) — V(x[k]))
5: end for

6: retornar




Q-learning

1 Q(x[0],u0])=0 VxeX, uel

2: for k=1,2,....,ndo

3: Observar x[K], u[k], R(x[K], u[K]),x[k + 1]

4 Qx[K], u[K]) = Qx[K], ulk]) +
o (ROCA], ulK) + 5 i, ey Qxlk + 11, ulk 4+ 1]) — QUx[K], ulk]))

5: end for

6: retornar Q

Entonces, suponiendo (AQ = Q*, la accién 6ptima para cada estado se
puede computar facilmente mediante una operacién simple de
maximizacion

(<[] = arg mix @ ({4, ulK]),
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Representacion en espacio de estados

Para modelos de tiempo discreto, la representacion en espacio de estados
viene dada por

x|k 4+ 1] = Ax[k] + Bulk] + v[k],
y[Kkl = Cx[k] + wlK],




Suposiciones

» El estado inicial x[0] = xo es una variable aleatoria de segundo orden
con media fix 0 Y varianza P, o > 0.
» La entrada u se caracteriza en términos del estado x.

» El ruido v es una secuencia de ruido blanco de media cero no
correlacionado con xp, y varianza P, > 0.
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Realimentacion de estado
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» para seguimiento de trayectoria:

F=— (C(A— BL— 1)t B>_1




Modelo

-
Eﬁ
~0

Xclk + 1] = Acxc[k] + Bex[k],
ulk] = Ccxc[k] + Dcx|k],




Prefiltro

Entonces, el prefiltro viene dado por

1 -1
F=— (C(AIBDC+BCC(ACI)1BC> B>




MSS

Un controlador MSS estabilizard (en sentido cuadratico medio) la planta si
y solo si los autovalores de A estan dentro del circulo unitario, donde A es
una matriz por bloques dada por

A—BD. —BC.

A=l B A
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MSS con observador

Introduciendo un observador K:

- A—KC 0nx><nxc 0n)<><n)<
A — _BC AC BC
BD. —BC. A-—BD.




Simulacién

» Considere el sistema:

» vy el controlador:

Ac. =04 B.=[1 -152],
Cc=-05 D.=[03 21].




Simulacién (mediciones completas)
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Simulacién (con observador)
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LQT

El desempeiio es medido por

JIK = 60D 7 (27111 Qaz[i] + uT[i]Ruli])},
i=k

con

- [Gg0] a-[32]

donde ambos Q1 y Q> son matrices definidas positivas, penalizando el
error de control y evitando que la dindmica del mismo controlador crezca
sin cota respectivamente.
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Formulacion

Para que el problema de LQT parezca mas un problema de aprendizaje
reforzado, defina la funcién de valor V (X[k]) como

V (X[]) = =J[K],

donde X[k| corresponde al vector de estado aumentado que contiene al
estado interno del proceso a controlar.




Funcion de valor

Entonces, la funcién de valor puede ser escrita como

V(XTKD) = €D 7" (tr (Pu @) +XT[QX[] + uT[]]Ruli]) },

i=k
con @1 como se definié anteriormente, y Q dado por

) CTC 0 —CT@
Q= 0 Q 0
-@C 0 Q1




Funcidén de valor éptima

Entonces, suponiendo que la funcién de valor éptima es cuadratica en
términos del vector de estado aumentado, i.e.,

V*(X[K]) = XT[k]PX[K] + glk],

para alguna matriz simétrica y estacionaria P > 0, y g[k] tal que

glk+1] = <1> glk] + tr (1PWQ1 4 PVP11> :
v 7




Los parametros (T,, Cc, D.) vendran dados por

T, =~yZ 'BTPy;3F,
Cc = —Z7'BTPr2A.,

D, = —~Z71M,
con
Z = (R—i—’yBTF’llB),
M = (ATP11B + BIP»; B),
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Ecuaciones algebraicas de Riccatti

P11 = CTQC + v (ATP11A + BI Py A
+ATP1,B. + BIP12B.) — v*MZ~1MT,
P12 = 7 (ATP1Ac + BIP»nA) — ¥ MZ ' BTPo A,
P = Q2+ YALPnA: — AlP» BZ 'BTPo A,
P13 = —C"Q1 + v (ATPi3F + Bl Px3F)
— ¥’ MZ'BTPy,F,
Py3 = yAIPx;F — 4?AlPy, BZ ' BTP3F,

donde Pj; = PJT, como consecuencia de la simetria de P.




Pl con dinamica conocida

1. (Evaluacidn de politica) Resuelva para cada variable del lado izquierdo
de la ARE, en base a los datos de la iteracién anterior, es decir:

2: (Mejora de politica) Actualizar los pardmetros A. y B. con estas
nuevas soluciones, tal que

1) AS:I)
donde
A} = A48z 0 (arPE + BLPYB)
A = vz 10 BTPY AV,
Z0 = (R+7BTPB).
G @)
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Pl con dinamica conocida

Entonces, el resto de los parametros se actualizan como
I _ /
T =4z 20 pTPUF,
C(/) ’YZ 1 (I)BTP( )A(/)
DY) = —7z 720 (AP + BIPB) .




Funciéon @ para LQT

Considere la funcién Q para LQT dada por

Q (X[K], ulk]) = XTQX[K] + uT[k]Rulk] + tr (P, Q1)
+y (XT[k + 1]PX[k + 1] +glk +1]) ,




Funciéon @ para LQT

que es equivalente a

QXK. uli) = { po } : [ po }
+ tr (PwQ1 + Py P11) +vglk + 1],

con H simétrica dada por




Funciéon @ para LQT

donde

H,, = R—F’}/BTPHB,
BTP;1A+ BTP1>B.
He = BTP12Ac ;
BTPi3F




Ley de control

Entonces, encontrando las raices de la primera derivada, se puede obtener
la ley de control en términos de H dada por

ulk] = —H, 1 Hu X[K].




Funciéon @ para LQT

Sea S[k] dado por

)

1
S[K] = [ X[K]
ulk]

con la funcién @ para LQT equivalente a

Q (X[K], ulk]) = ST[KIHSK],




Ecuacion de optimalidad de Bellman

con H dado por

- tr (Py @1+ vP,P11) +vglk+1] 0 0
H = 0 Hy  Hxu 3
0 HUX HUU

[levando a

ST[k]HS[k] = XT[K|QX[K] + uT[k]|Ru[k] + 7ST[k + 1]HS[k + 1].




Pl con dinamica desconocida

1: (Evaluacién de politica) En base a las observaciones de S[k], S[k +
1] y (XTIK]QX[K] + uTD[k]RuD[K]) para la I-ésima iteracién, usar
regresién para encontrar H,

STIKIHU T S[K] = XT[KIQX[K] + uT I k] Ru K]
+9STlk+ 1H DSk + 1],

2: (Mejora de politica) Actualizar la ley de control

u(l+1)[k] _ (Hfl)(/—i-l) H,(,'XH)X[k]-

uu




Simulacién

Considere el sistema lineal dado por

xlk +1] = [ 8? 1?2 } x[K] + { 0?1 ] uk] + VK],

ylk]=[1 1 ]x[k]+ wlk],




Simulacién

Se fija arbitrariamente un modelo para el generador F de la sefial de

referencia
0 k < 30
Flk] =
10 k > 30
y r[0] = 1. Ademds, se establecen los pesos de penalizacién para el indice

de desempefno en Q; =5, @ =5 and R =1, y el factor de descuento
v=0,8.




Simulacién
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Péndulo de Furuta




Enfoque adaptivo

400 adaptive pendulum position control
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Soluciéon de ARE

Solucién analitica de la ARE respectiva:

0046 ,0013 —,0152 —,0019 0
0103 —,1321 —,0165 —,0003
1,7318 2139  ,0036 | - 10°,
,0268 ,0005
0

con la correspondiente obtenida a través de aprendizaje

0 0001  —,0014 —,0002 O

0 —,0999 12757 1634 0028
—,0001 3407 —4,3501 —,5572 —,0097 | -10%.

0 1281  —1,6356 —,2095 —,0037

0 0 —,0003 0 0




Control conmutado

Levantamiento y realimentacién (clasica) de estado:
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Control conmutado

Levantamiento y realimentacién dindmica de estado:

400 T T T
[
200 k. d
0 ] I |
0 0.5 1 1.5 2 25
x10%
100 — . -
N P B——— N 3
0 .u\f"f\' \,, ,/ N, -
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x104
20 T T T T
0 d
-20 L L L L
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Conclusiones

» Problema de control formulado como MDP

» Controlador con realimentacion de estado agrega mas pardmetros,
pero no afectan en un enfoque libre de modelos

» Enfoque adaptivo es (til cuando se conoce el modelo, pero mas atn
con dindmica desconocida
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